Ksasparna gpynkimja’

Hedununuja 1: Peanna dynkmuja obmuka f(x) = ax? +bxr +c¢, a # 0, b, c € R nasusa ce KBajparna
byHKIHjA.

ITpumenba: Ksauparna dynkuuja je cnienujaianu obiuk crenene dyukuuje f(x) = 2™, n € N. Buznenu
CMO J1a je 3a n mapaH 0poj, rpaduk dyHKIIje mapadosia, ma Tako u 3a n = 2. Moran cMo TpUMETUTH J1a
napamMerpu a, b u ¢ umajy oxpebhere yiore y oapehuBamy moJsioxkaja U 00IMKa Mapabose KOOPIAUHATHOM

cHCTeMy, ajm A je irpaQuK,, y cymTumm, napaGoma. lapamerap a csojum 3maxoMm onpebyje kako he

6uTn ycMmepena mapabosia; 3a a > 0 Teme he 6butn obamka —, 10K 3a a < 0 Teme hie butnm oOIMKA —.
3arum, mTo je BpemrocT a Beha onx 1, mapabosa he 6urn "uzmyxenuja"myxx Y —oce, u obpHyTO, 1IITO
jé BpeImHOCT a Mamba o 1; Tj. OJumxKa HyJn Hero jeiaH, napabosa hie 6urn "36ujenuja’ myzx Y —oce.
ITapamerap b y3 z, Kao u cam cabupak bx yTude Ha TOJIO0XKa] mapadose ay:k X —oce, a mapaMeTap ¢
yTH4e Ha I0JI0Kaj mapaboite Iy Y —oce.
aHaM3a:
3a npenusHuje CKUIupame napabosie, MoTpeOHN Cy HaM HEKHU 3HAYAJHU TIOJAIH, a TO Cy: HyJe (hyHKIuje
(yKOJIMKO 1IOCTOje), OpjeHTalja TeMEHA U Ielr0OBe KOOPAMHATE, U IPeceIHa Tadka napaboiie ca Y —ocoM.
. — /b2 — .
o nyae Pynryuje: f(z) =0 ar’ +br+c=0& 219 = W; Kao IITO HAM je MO3HATO,

[IPUPO/Ia PEIeha KBaJIpATHE jeIHAYNHE OJIpeheHa je 3HAKOM JIMCKPUMUHAHTE D = b2 — dac.

(i) Axo je b? —4dac > 0, ouya x1, 72 € R u 21 # 22 (jecy aBe pasnmuaute Hyste byHKIHTjE - TO Cy
[IpecevYHe Tavuke ImapaboJie ca &—O0CoM);

(#1) Axo je b2 —4ac =0, onga x1, 72 € R u 11 = 72 (jecy jenna myna dbyHkmje - To je jgomupHa
TavyKa TeMeHa napabosie ca £—OoCoM);

(iii) Axo je b? — dac < 0, onya o1, 72 ¢ R (byHknuja Hema HysIe - mapabosia HeMa 3ajeJHIIKIX
TagaKa ca T—OCOM - WJIA je IeJia U3Ha X —0Ce W je IeJa UCIol X —O0ce);

o excmpemne epedrnocmu Pynruyuje; To cy BperHOCTH HE3aBUCHO ITpoMeH/buBeE T € R 3a KOjy je
BpenHocT dyHKuje MuanMasaa(Makcumasiaa). [lojoxkaj reMena mapaboJie OIucyje HaM O KaKBOj
eKCTPEMHO] BPEJHOCTH je ped (ako je Teme napabosie "okperyTo npema jose") ciamka obamka —,
OHJIa TE€ME IIapaboJIe ¥ TOj TAYKH OIUCYje MUHUMAJIHY BPEIHOCT (DyHKITHjE, & aKO je TeMe mapadoJie
"okpeHnyTo mpema rope", ciamka obJIHMKa —, OHJa TeMe MapadoJsie OIHCYyje MAKCUMAJIHY BPEIHOCT
dyHKIH]E.
®opymyny f(x) = ax® + bx + ¢ TpeBeMMO Y KAaHOHCKH OOJIHK:

(22 b ey (g2 b e B2 b2 ey b2 b’—dac
—a(m +ax+a)_(j(x +22ax+4a2 4a2+a)_a[(m+2a) 4a2 ]
_ b2 4ac—b

— CL(.’E + 2a) + 4a

(i) 3a a > 0, mpeu cabupax je yBeK NO3UTHBAH, a APYTH je KOHCTAHTAH; OHJA IIOCIIE/IHH U3PaA3

. . . . . — 2
“Ma HajMaly BPEIHOCT KaJia je MPBU cabUpak HyJa Tj. 38 T = —% KOJja j€ Ymin = %

(ii) Ba a < 0, mpBu cafupak yBeK je HETaTWBaH, & JIPYTU jeé KOHCTAHTAH; OHJA IOCJIEIEHU
n3pa3 mMa Hajselly BpeJIHOCT Kaja je NpBH cabMpak Hynda, Tj. 3a & = —=L Koja je

2a
2 .
Wz = %. I'paduuku riie1aHo, eKCTpeMHa BPEIHOCT IPEICTaB/ha IIOJI0XKA] TEMeHa

b 4ac—b> ).

napaboJie y KOODAMHATHOM CHCTEMY, TaKO Ja Cy KoopjauHare TeMena 1 = (— 30— A

Cimka moka3dyje cBe moryhe mosioxkaje TemeHa mapabosie (rpadwuka
kBagpaTHe GyHKOHje) y ofgHoCcy Ha X —0Cy. Y3 CBAKH II0jeJUHATHU
cJlyJaj HaBeleH je YCJIOB IO KOjUM je TIPUKa3aH rpaduK.

1 - 3a notnyHo kopumheme caxpxaja morpedan je "uurtau" ca moapuikoM 3a JavaScript; Takas je FoxitReader - 6ecrutaran!
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e 3Hak Pynrxuuje; BpenHocTn HE3aBUCHO NPOMEH/bUBE T € R 3a KOjy je BpemHocT (YHKIMje
nosutusHa obesiexkasa ce kao ckyn AT = {z|y > 0} a 3a kojy je merarusna A~ = {z| y < 0}.

IMomro cMo aHanu3upanun HyJe KBajparTHe (DYHKIHje W EKCTPEMHY BPEIHOCT, OHJA CMO Y
MOTyNHOCTH Jla CKUIUpaMo mapaboJry y KOOPAMHATHOM CHCTEMY, U HA OCHOBY FHEHOT IIOJIOXKAja
npountamo 3HaK dyskimje. Tako hemo nmarn cienehe moryhe onroBope; ako ¢MO yCTaHOBHIIN
Ja je:
(i) a>0m D<0 y TOM ciiydajy Tiesia mapabosa je m3Hajg X —oce, ma je AT = R;
(i) a<0m D < 0y ToM ci1ydajy nesa napaboina je ucrog X —oce, ma je A~ = R;
(i) a>0um D =0 y Tom ciiyuajy napabosa goaupyje X —ocy, na je AT = R\ {z0}; npm aemy
je xo jemHa Hysna yHKIHjE,
(iv) a<0mn D=0 y ToM cirydajy napabosa noxupyje X —ocy, ma je A~ = R\ {zo}; upu uemy
je xo jemma myJsa pyHKIHjE,
(v) a>0m D > 0y ToM ci1ydajy mapabosa cede X —ocy y HyIama 1 H To. OmHia je
At = (=00, 1) U (22, +00), a A~ = (z1, z2), u nociemmba Moryha curyaiuja je,
(vi) a<0m D>0 y TOM ciiydajy mapabosa cede X —ocy y Hyimama 1 U 2. OHIa je
A™ = (—00,21) U (22, +0), a AT = (21, x2).
o monomonocm gynryuje; (pact u onaname BpeIHOCTH (byHKIHUje)

g _ b \2 , 4ac—b>
[Tocmarpamem dbyHKImje y KaHOHCKOM 00Ky f(x) = a(x+ 5~ )+ *%4="-, II0mTO CMO yCTAHOBH/IN
THIIOBE EKCTPEMHUX BPEJHOCTH, MOXKEMO 3aK/byIUTH ciejehe:

— 3a a > 0; momrro GyHKIMja JTOCTHXKE €KCTPEMHY BPEJHOCT MUHAMYyMAa 33 & = —%, OHJIA
he ce H)(—Z'Ha MOHOTOHOCT HCIIOJhaABATH (me;r‘aHo c JieBa Ha JiecHO 110 X —ocu) Tako ja he 3a
B L == (byHKuHJa onamatu f N\, a3a T > —5- d)yHKuI/IJa he pactu 1j. f 7

—3aa > 0; oo (pyHKIMja JOCTUXKE EKCTPEMHY BPETHOCT MAKCUMyMa 38 & = —%, OHJIA
he ce H>eHa MOHOTOHOCT HCIIOJHaABATH (me;r,aHo ¢ JieBa Ha JIecHO 110 X —OCH) Tako Ja lie 3a
® € =5 (byHKuHJa pactu f /', aza x> —5- (byHKuHJa he onayaTu 1j. f \,.

e domen u wodomen Pynryuje; (Jomen dynkuuje f wim obsact JedUHUCAHOCTH, jeCTe CKYII
BPEIHOCTH HE3ABUCHO IIPOMEHJbUBE & 3a KOjy je byHKnuja f m3patdyHIbUBA, Tj. UHje Cy BPEIHOCTH
f(z) € R). Ksagparna dyrkinuja je uspadyHbuBa 3a cBe & € R, npema ToMme, HeH JOMEH je
ckyn R; y osmarmmm Dy = R. Komomen mmm obmact BpegHOCTH (DYHKIHjE, MOXKEMO yTBDIATH
ofMax mo onpehrBamy TeMeHa mapabose; Tako ma je Ky = [4““ b ,+00), ako je a > 0, oHOCHO,

Kf:(—oo,‘lafl—b] ako je a < 0.

IIpumep 1: Ucnuraru dbynkmumjy y = 222 — 8z + 7 U CKUIUPATH HeH rpaduk.

pewerve: Koepunujent y3 2 je a = 2, Tj. a > 0, y ToM cayuajy, mapaboa je ca TeMEHOM 0O/IMKa, — .

_ 8+64-56 __ 8+8 __ 8422
= 4 — T4 — 4

o nyae Pynryuje: y =0 222 —8x+7=0 112
<:>I1:27§ 1‘2:2+§

)
T1 W To Cy IpecedHe Tadke mnapabose Ha X —och, U MOXKEMO NPUMETHTHU Jia Cy BeoMa OJIMCKe

(pazmukyjy ce 3a v/2). Oamax lieMo OIPEJNTH U HpeceuHy Tauky mapabosie ca Y —0coM.
f(0)=0—-047=7. ITapabosa ceue Y —ocy y tauku P ca koopaunarama P = (0,7) .

o excmpemnue epednocmu dynryuje Ilomro je a > 0, dyHKIKja IMa MUHUMAJIHY BPEIHOCT 33

4-2: 7 8
T = —55 = 2, I OH& U3HOCH Ymin = ( - 56864 = —1; Morm cMO H3padyHaTH U Ha

craeiehnt HAIHH: Ypin = f(2) =2-22 -8 2 —l— 7=8—-16+7 = —1, mro je gecto, jeIHOCTABHIU]E.

Hakie, Teme mapabose je rauka T = (2,—1) . Cazma moxkemo na ckurupamo rpaduk QyHKImje

(cnuka je na coenehioj crpann).

e 3nax Pynruyuje; y > 03a x € (—o0,x1) U (22, +00), 10K je y < 0 3a € (x1, T2); BUAM CIHUKY.




o monomornocm Pynruyuje; (pact u onagame BPEIHOCTH PYHKIH]E)
ITocmarpameM rpaduka dyHkuuje (¢ jgeBa Ha IeCHO N0 X —0CH) 3aKJbYIyjeMO:
fN\Baxz<2,uf "zax>2

e domen u kKodomen Pynrxyuje; Dy =R, Ky = [—1,400).

2

IIpumep 2: Ucnuratun GyHKIHU]Y Yy = —%m —x+ % U CKUIUPATHU FHeH I'paduK.

pewerve: IIpBo mro hemo younTn, a = —%, Tj. a < 0, Taga je mapabosa ca TEMEHOM OOJIUKA —.

o nyae Pynruyuje: y=0& -1z —z+3 =022 +22-3=0
S (r+3)(z—1)=02+3=0ve—-1=0
Sr=-3Voex=1 z1=-3, z2=1.
T1 U To Cy upecedHe Tadke napabosie Ha X —ocu. Omax hemMo ojpenuTn M IpecedyHy TadKy
mapaboie ca Y —ocoMm.

f0)=-0-0+ % = % IMapaboaa cewe Y —ocy y Tauku P ca xoopaunatama P = (0, %) .

o excmpemne apednocmu gpynruyuje llomro je a < 0, dyHKIM]a UMa MAKCUMAJIHY BPEIHOCT 38

1 L3
Tr = —@ = —17 U OHA U3HOCHU Ymax = T =5 = 2, MOIVIX CMO HU3padyHaTW U Ha
1

citeniehu HAUUH: Ymax = f(—1) = =3 (=1)2 — (1) + 2 = -1 + 1+ 3 = 2; nemro jesnocrasuuje.
Hakune, reme mapatouie je tauka 1T = (—1,2) . Canga MoxkeMo ja ckunupamo rpaduk QyHKImje.
e snax Pynryuje; y < 03a x € (—oo, —3) U (1, +00),

oK je y > 03a x € (—3,1); Buau ciuky.

o monomorocm gynruyuje; (pact u onazame BpegHocTn byHKIIHje)
ITocmarpamem rpaduka dynknuje (¢ jesa Ha jgecHo 1mo X —ocn)
zakipyuyjemo: f S zar < —1,u f\(3axz > —1.

e domen u kodomen Pynryuje; Dy =R, Ky = (—o0,2].

IIpumep 3: Ucnuratn dbynkmujy y = 222 — x + 1 u ckumupatn meH rpaduk.

pewewe: IIpso, a =2, 1j. a > 0, y TOM ciaydajy, napaboJa je ca TeMEHOM ODJINKA —.

o nyae pynxuyuje: y=0< 212 —r+1=0& 212 = li‘ﬁm = liﬁ = lifl\ﬁ
= I1,%2 ¢ R .
T1 U T HHUCY HyJe dyHKIHje; rpaduk HeMa mnpecedHe Tadke ca X —ocoMm. llesa mapabosa je
uzaa X —oce. Omax hemo ojpenTu u mpecedHy Tadky napadose ca Y —0ocoM.
f(0)=0—-0+1=1. ITapa6omna ceue Y —ocy y tauku P ca kooppunarama P = (0,1) .

o excmpemne epednocmu pynruuje Iomro je a > 0, byHKIIMja Ma MUHUMAIHY BPEIHOCT 3a
T=—55= i, 7 OH& U3HOCH Ypmin = f(%) =2. % - % +1= % + % = %. Iakme, Teme mapabosre
1 7)

je Tauka T = (3,3 Cana moxkemo 1 ckunupamo rpaduk dbyaknmje (camka je Ha crezmelio]

CTpaHm).

o 3nak Pynruuje; y > 0 3a cBe x € R; Buan CIuKy.



o monomonocm Pynryuje; (pact u onajame BPeAHOCTH DyHKIH]E)
ITocmarpameM rpaduka dyuknuje (¢ jgeBa Ha IeCHO N0 X —OCH) 3aKJbYIyjeMo:

f\3ax<i,nf/‘3ax>i
o domen u Kodomen pynryuje; Dy =R, Ky = [; +00).

IIpumep 4: Ucnuraru GyHKIUjy y = —%xQ + 2x — 4 ¥ CKUIUPATHU HBeH rpaduK.
pewere: IIpBo mro hemo yountn, a = —%, 1j. a < 0, na je napaboJia ca TeMEHOM OOJIHKa, —.
o nyae Pymryuje: y =0 —122 + 20 —4=0&22 - 62+ 12=0 &z, = EE =

= SEvED2 GV 34 /3= a,02 ¢ R
T1 U xo HHUCY HyJie dyHKIHje; rpaduk HeMa pecedHe Tadke ca X —ocoM. llesja mapabosa je
ucrmogr X —oce. Onmax hemo onpennT u mpecedny Tadky mapabose ca Y —OCOoM.
f(0) = =0+ 0 — 4 = —4. Tlapaboua ceue Y —ocy y Tauku P ca xoopaunarama P = (0,—4) .

o excmpemne spednocmu pymnruyuje Ilomro je a < 0, dpyHKIHja nMa MAKCUMAJHY BPEIHOCT

3a T = —ﬁ = 3, ¥ OHA& U3BHOCH Ymax = [(3) = —%~9+6—4: —3+6—4 = —1. Jakme, Teme
3

napabosie je rauka T = (3,—1) . Cauma moxkemo Ja ckunupamo rpaduk GyHKimje.

e 3nak Pynruyuje; y < 0 3a cee z € R; Buau ciuky.

o monomorocm gynryuje; (pact u onajame BpegHocTH DyHKIHjE)
ITocmarpamem rpaduka dyHkuuje (¢ jeBa Ha gecHo 1o X —ocu)
3akipydyjemo: f S zax <3, u f\ 3ax>3.

e domen u kKodomen Pynryuje; Dy =R, Ky = (—oo, —1].

Bajtanm

(249) ¥V bynxmmju f(x) = 22 + bz + ¢, onmpemutn Koedurmjente b u ¢ Tako ga oHa cede X —ocy y

raakama A(2,0) u B(—3,0).

(253) OmpeuTu eKcTpeMHe BPEAHOCTH (DYHKIHUja:
a) f(z) = 22% — 8z + 6; 6) f(z) = 122 — 32 + 5

B) f(z) = —22 — 62 — 5; r) f(z) = 12?4+ iz +6.



(252) Ckuruparu rpaduke dbyHKIHja:
a)y=3(@+2?% 6)y=-2@-1)% By=2+2% r)y=;i(z-37>




uieja

pereme

uzeja
peliemhe

uaecja

pPCLUICHC pi

uaeja
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peHaICHEe

(254) 3a xojy BpeaHOCT peasHOT mapamerpa m GyHKIHja Yy = 2

—27.

—mz +m+ 1 uma METHIMYM jeTHAK

(255) VY kBagpatroj bynkmmju y = (m + 2)2% + (1 — m)x + m oxpeau peasan mapaMeTap m Tako JIa
dyHKIMja TMa MAKCUMYM 38 & = 2.

(256) Y dynkmuju y = 2% — (k + 1)z + k — 2 ope;u peasian mapamerap k Taxo fa (byHKIHja UMa:
a) MUHUMYM 32 T = 1; 6) MUHUMYM jegHAaK —2.

(257) Ma mu dyumja y = 11—6152 + 32 — 1 nma excrpemuy BpeaHocT y unTepBasy (—1,5)?

(259) Hare cy byuxmmje fi(z) = 22 —kx+k—11u fo(x) = 2% — 22 + k. Oapemutu peaan mapamerap
k Tako ma dyHKIHje UMa]y jeTHAKE MUHUMYME.

(260) 3a koje spenoctu x bynxmmja f(z) = (x — a)? + (x — b)? + (x — ¢)? uma MunEMYM?




(261) Tare dynkmmje cBeCTH HA KAHOHCKH OOJIMK, M CKUIMPATH HUXOBe rpaduke:

6)y=22>—-8x+8 B)y=-22-2r—-1 my=32’+z Db y=-222+4z+6
e)y=—3z2+3x+8

(264) Cxurnuparu rpaduk dbyHkuuje (1 onucaTH HEHE OCOOUHE):
a)y=a’—|z| 6)y=la?+z] B)y=-|2?-22] r)y=@-2)x+1







(268) OxpemuTu cBe peasne 6pojese p 3a Koje je KBajparna byukimja f(x) = (p? +2p—3)a? —dpz +p
[IO3UTUBHA 32 CBE PeaJiHe BPEIHOCTH [IPOMEH/BUBE .

penierse i

(258) Ozpenurn peasan 6poj & TAKO @ pasimka TOT Opoja U HeroBor Keazpara Oyie Hajselia.

- (282) PaznoxuTn 6poj k Ha mBA cabupka, TAKO Ja BUXOB MPOU3Bo1, Oyme Hajsehn.
peliemhe

(284) V¥ xBagpar crpaHulle ¢ yIUCATH KBaJpaT HajMaibe [OBPIIHHE.
peleme




— (436) VY jenmHaKOKpaku TpOyrao OCHOBHIE @ M BHCHHe h YIHCAH je IPaBOYTaOHWK, TAKO JIa Cy MY JBa
] d
- TeMeHa Ha OCHOBHIM TPOYIJIa, & Apyra JiBa Ha Kparuma. OIpejauTy BUCHHY NPABOYTAOHMKA TAKO A

OH nMa HajBelly mOBpIIMHY.

(275) Jloxasarn ma cy myre dynkmmje f(z) = a2 — pr + ¢ pATHOHATHI GPOjeBH aKo je p = mq + %,
rjae cy m, q paliuoHaJIHHU ITapaMeTpH.

(274) Oxpenuru 1eo 6poj a Tako na cy Hyste dyakmmje f(x) = (z —a)(x — 3) + 3 Taxohe nesnu 6pojesn.

penieme

(415) [ara je jemnaumna 222 + ma + 4 = 0. OppemuTu peanan 6poj m Taxo ga GyHKIH]ja
y = 22 + 23 + 21 + T2 WMa HajMamy BpeIHOCT. 3a Koje BpeHocTH m je y > 07

mpod. U.Joxkcumosuh
10
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