
Квадратна функциjа
Дефинициjа 1: Реална функциjа облика f(x) = ax2 + bx+ c, a 6= 0, b, c ∈ R назива се квадратна
функциjа.
Примедба: Квадратна функциjа jе специjални облик степене функциjе f(x) = xn, n ∈ N. Видели
смо да jе за n паран броj, график функциjе парабола, па тако и за n = 2. Могли смо приметити да
параметри a, b и c имаjу одређене улоге у одређивању положаjа и облика параболе координатном
систему, али да jе график, у суштини, парабола. Параметар a своjим знаком одређуjе како ће
бити усмерена парабола; за a > 0 теме ће бити облика ^, док за a < 0 теме ће бити облика _.
Затим, што jе вредност a већа од 1, парабола ће бити "издужениjа"дуж Y−осе, и обрнуто, што
jе вредност a мања од 1; тj. ближа нули него jедан, парабола ће бити "збиjениjа"дуж Y−осе.
Параметар b уз x, као и сам сабирак bx утиче на положаj параболе дуж X−осе, а параметар c
утиче на положаj параболе дуж Y−осе.
анализа:
За прецизниjе скицирање параболе, потребни су нам неки значаjни подаци, а то су: нуле функциjе
(уколико постоjе), орjентациjа темена и његове координате, и пресечна тачка параболе са Y−осом.

• нуле функциjе : f(x) = 0⇔ ax2 + bx+ c = 0⇔ x1,2 = −b±
√
b2−4ac
2a ; као што нам jе познато,

природа решења квадратне jедначине одређена jе знаком дискриминанте D̃ = b2 − 4ac.

(i) Ако jе b2 − 4ac > 0, онда x1, x2 ∈ R и x1 6= x2 (jесу две различите нуле функциjе - то су
пресечне тачке параболе са x−осом);

(ii) Ако jе b2 − 4ac = 0, онда x1, x2 ∈ R и x1 = x2 (jесу jедна нула функциjе - то jе додирна
тачка темена параболе са x−осом);

(iii) Ако jе b2 − 4ac < 0, онда x1, x2 /∈ R (функциjа нема нуле - парабола нема заjедничких
тачака са x−осом - или jе цела изнад X−осе или jе цела испод X−осе);

• екстремне вредности функциjе ; То су вредности независно променљиве x ∈ R за коjу jе
вредност функциjе минимална(максимална). Положаj темена параболе описуjе нам о каквоj
екстремноj вредности jе реч (ако jе теме параболе "окренуто према доле") слика облика ^,
онда теме параболе у тоj тачки описуjе минималну вредност функциjе, а ако jе теме параболе
"окренуто према горе", слика облика _, онда теме параболе описуjе максималну вредност
функциjе.

Форумулу f(x) = ax2 + bx+ c преведимо у канонски облик:
= a(x2 + b

ax+ c
a ) = a(x2 + 2 b

2ax+ b2

4a2 − b2

4a2 + c
a ) = a[(x+ b

2a )
2 − b2−4ac

4a2 ]

= a(x+ b
2a )

2 + 4ac−b2
4a

(i) За a > 0, први сабирак jе увек позитиван, а други jе константан; онда последњи израз
има наjмању вредност када jе први сабирак нула тj. за x = − b

2a коjа jе ymin = 4ac−b2
4a

(ii) За a < 0, први сабирак увек jе негативан, а други jе константан; онда последњи
израз има наjвећу вредност када jе први сабирак нула, тj. за x = − b

2a коjа jе
ymax = 4ac−b2

4a . Графички гледано, екстремна вредност представља положаj темена
параболе у координатном систему, тако да су координате темена T = (− b

2a ,
4ac−b2

4a ).

a > 0
D̃ < 0

a > 0
D̃ = 0 a > 0

D̃ > 0

a < 0
D̃ > 0

a < 0
D̃ = 0 a < 0

D̃ < 0

Слика показуjе све могуће положаjе темена параболе (графика
квадратне функциjе) у односу на X−осу. Уз сваки поjединачни
случаj наведен jе услов под коjим jе приказан график.
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• знак функциjе ; Вредности независно променљиве x ∈ R за коjу jе вредност функциjе
позитивна обележава се као скуп A+ = {x| y > 0} а за коjу jе негативна A− = {x| y < 0}.
Пошто смо анализирали нуле квадратне функциjе и екстремну вредност, онда смо у
могућности да скицирамо параболу у координатном систему, и на основу њеног положаjа
прочитамо знак функциjе. Тако ћемо имати следеће могуће одговоре; ако смо установили
да jе:

(i) a > 0 и D̃ < 0 у том случаjу цела парабола jе изнад X−осе, па jе A+ = R;

(ii) a < 0 и D̃ < 0 у том случаjу цела парабола jе испод X−осе, па jе A− = R;

(iii) a > 0 и D̃ = 0 у том случаjу парабола додируjе X−осу, па jе A+ = R \ {x0}; при чему
jе x0 jедна нула функциjе,

(iv) a < 0 и D̃ = 0 у том случаjу парабола додируjе X−осу, па jе A− = R \ {x0}; при чему
jе x0 jедна нула функциjе,

(v) a > 0 и D̃ > 0 у том случаjу парабола сече X−осу у нулама x1 и x2. Онда jе
A+ = (−∞, x1) ∪ (x2,+∞), а A− = (x1, x2), и последња могућа ситуациjа jе,

(vi) a < 0 и D̃ > 0 у том случаjу парабола сече X−осу у нулама x1 и x2. Онда jе
A− = (−∞, x1) ∪ (x2,+∞), а A+ = (x1, x2).

• монотоност функциjе ; (раст и опадање вредности функциjе)

Посматрањем функциjе у канонском облику f(x) = a(x+ b
2a )

2+ 4ac−b2
4a , пошто смо установили

типове екстремних вредности, можемо закључити следеће:

– за a > 0; пошто функциjа достиже екстремну вредност минимума за x = − b
2a , онда

ће се њена монотоност испољавати (гледано с лева на десно по X−оси) тако да ће за
x < − b

2a функциjа опадати f ↘, а за x > − b
2a функциjа ће расти тj. f ↗;

– за a > 0; пошто функциjа достиже екстремну вредност максимума за x = − b
2a , онда

ће се њена монотоност испољавати (гледано с лева на десно по X−оси) тако да ће за
x < − b

2a функциjа расти f ↗, а за x > − b
2a функциjа ће опадати тj. f ↘.

• домен и кодомен функциjе ; (Домен функциjе f или област дефинисаности, jесте скуп
вредности независно променљиве x за коjу jе функциjа f израчунљива, тj. чиjе су вредности
f(x) ∈ R). Квадратна функциjа jе израчунљива за све x ∈ R, према томе, њен домен jе
скуп R; у ознаци Df = R. Кодомен или област вредности функциjе, можемо утврдити
одмах по одређивању темена параболе; тако да jе Kf = [ 4ac−b

2

4a ,+∞), ако jе a > 0, односно,
Kf = (−∞, 4ac−b2

4a ], ako je a < 0.

Пример 1: Испитати функциjу y = 2x2 − 8x+ 7 и скицирати њен график.

решење: Коефициjент уз x2 je a = 2, тj. a > 0, у том случаjу, парабола jе са теменом облика ^.

• нуле функциjе : y = 0⇔ 2x2 − 8x+ 7 = 0⇔ x1,2 = 8±
√
64−56
4 = 8±

√
8

4 = 8±2
√
2

4

⇔ x1 = 2−
√
2
2 , x2 = 2 +

√
2
2 .

x1 и x2 су пресечне тачке параболе на X−оси, и можемо приметити да су веома блиске
(разликуjу се за

√
2). Одмах ћемо одредити и пресечну тачку параболе са Y−осом.

f(0) = 0− 0 + 7 = 7. Парабола сече Y−осу у тачки P са координатама P = (0, 7) .

• екстремне вредности функциjе Пошто jе a > 0, функциjа има минималну вредност за
x = −−82·2 = 2, и она износи ymin = 4·2·7−(−8)2

4·2 = 56−64
8 = −1; могли смо израчунати и на

следећи начин: ymin = f(2) = 2 · 22 − 8 · 2 + 7 = 8− 16 + 7 = −1, што jе често, jедноставниjе.
Дакле, теме параболе jе тачка T = (2,−1) . Сада можемо да скицирамо график функциjе
(слика jе на следећоj страни).

• знак функциjе ; y > 0 за x ∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞), док jе y < 0 за x ∈ (x1, x2); види слику.

2



2 4

2

4

6

0

x1 x2

P • монотоност функциjе; (раст и опадање вредности функциjе)
Посматрањем графика функциjе (с лева на десно по X−оси) закључуjемо:
f ↘ за x < 2, и f ↗ за x > 2.

• домен и кодомен функциjе; Df = R, Kf = [−1,+∞).

Пример 2: Испитати функциjу y = − 1
2x

2 − x+ 3
2 и скицирати њен график.

решење: Прво што ћемо уочити, a = − 1
2 , тj. a < 0, тада jе парабола са теменом облика _.

• нуле функциjе : y = 0⇔ − 1
2x

2 − x+ 3
2 = 0⇔ x2 + 2x− 3 = 0

⇔ (x+ 3)(x− 1) = 0⇔ x+ 3 = 0 ∨ x− 1 = 0

⇔ x = −3 ∨ x = 1⇔ x1 = −3 , x2 = 1 .
x1 и x2 су пресечне тачке параболе на X−оси. Одмах ћемо одредити и пресечну тачку
параболе са Y−осом.
f(0) = −0− 0 + 3

2 = 3
2 . Парабола сече Y−осу у тачки P са координатама P = (0, 3

2 ) .

• екстремне вредности функциjе Пошто jе a < 0, функциjа има максималну вредност за
x = − −1

2·(− 1
2 )

= −1, и она износи ymax =
4·(− 1

2 )·
3
2−(−1)

2

4·(− 1
2 )

= −4
−2 = 2; могли смо израчунати и на

следећи начин: ymax = f(−1) = − 1
2 · (−1)

2− (−1)+ 3
2 = − 1

2 +1+ 3
2 = 2; нешто jедноставниjе.

Дакле, теме параболе jе тачка T = (−1, 2) . Сада можемо да скицирамо график функциjе.

−4 −3 −2 −1 1 2

−3

−2

−1

1

2

3

0

x1 x2

T

P

• знак функциjе; y < 0 за x ∈ (−∞,−3) ∪ (1,+∞),
док jе y > 0 за x ∈ (−3, 1); види слику.

• монотоност функциjе; (раст и опадање вредности функциjе)
Посматрањем графика функциjе (с лева на десно по X−оси)
закључуjемо: f ↗ за x < −1, и f ↘ за x > −1.

• домен и кодомен функциjе; Df = R, Kf = (−∞, 2].

Пример 3: Испитати функциjу y = 2x2 − x+ 1 и скицирати њен график.

решење: Прво, a = 2, тj. a > 0, у том случаjу, парабола jе са теменом облика ^.

• нуле функциjе : y = 0⇔ 2x2 − x+ 1 = 0⇔ x1,2 = 1±
√
1−8
4 = 1±

√
−7

4 = 1±i
√
7

4

⇒ x1, x2 /∈ R .
x1 и x2 нису нуле функциjе; график нема пресечне тачке са X−осом. Цела парабола jе
изнад X−осе. Одмах ћемо одредити и пресечну тачку параболе са Y−осом.
f(0) = 0− 0 + 1 = 1. Парабола сече Y−осу у тачки P са координатама P = (0, 1) .

• екстремне вредности функциjе Пошто jе a > 0, функциjа има минималну вредност за
x = −−12·2 = 1

4 , и она износи ymin = f( 14 ) = 2 · 1
16 −

1
4 + 1 = 1

8 + 3
4 = 7

8 . Дакле, теме параболе

jе тачка T = ( 14 ,
7
8 ) . Сада можемо да скицирамо график функциjе (слика jе на следећоj

страни).

• знак функциjе ; y > 0 за све x ∈ R; види слику.
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• монотоност функциjе; (раст и опадање вредности функциjе)
Посматрањем графика функциjе (с лева на десно по X−оси) закључуjемо:
f ↘ за x < 1

4
, и f ↗ за x > 1

4
.

• домен и кодомен функциjе; Df = R, Kf = [ 7
8
,+∞).

Пример 4: Испитати функциjу y = − 1
3x

2 + 2x− 4 и скицирати њен график.

решење: Прво што ћемо уочити, a = − 1
3 , тj. a < 0, па jе парабола са теменом облика _.

• нуле функциjе : y = 0⇔ − 1
3x

2 + 2x− 4 = 0⇔ x2 − 6x+ 12 = 0⇔ x1,2 = 6±
√
36−48
2 =

= 6±
√
−12
2 = 6±2i

√
3

2 = 3± i
√
3⇒ x1, x2 /∈ R .

x1 и x2 нису нуле функциjе; график нема пресечне тачке са X−осом. Цела парабола jе
испод X−осе. Одмах ћемо одредити и пресечну тачку параболе са Y−осом.
f(0) = −0 + 0− 4 = −4. Парабола сече Y−осу у тачки P са координатама P = (0,−4) .

• екстремне вредности функциjе Пошто jе a < 0, функциjа има максималну вредност
за x = − 2

2·(− 1
3 )

= 3, и она износи ymax = f(3) = − 1
3 · 9+6− 4 = −3+6− 4 = −1. Дакле, теме

параболе jе тачка T = (3,−1) . Сада можемо да скицирамо график функциjе.

−1 1 2 3 4 5 6 7

−5

−4

−3

−2

−1

1

0

T

• знак функциjе; y < 0 за све x ∈ R; види слику.

• монотоност функциjе; (раст и опадање вредности функциjе)
Посматрањем графика функциjе (с лева на десно по X−оси)
закључуjемо: f ↗ за x < 3, и f ↘ за x > 3.

• домен и кодомен функциjе; Df = R, Kf = (−∞,−1].

Задаци

(249) У функциjи f(x) = x2 + bx + c, одредити коефициjенте b и c тако да она сече X−осу у
тачкама A(2, 0) и B(−3, 0).

решење: Према услову задатка, тачке A и B треба да буду нуле дате функциjе f . У том случаjу,
f(2) = 0 и f(−3) = 0 образоваће систем линеарних jедначина по b и c:
f(2) = 4 + 2b + c = 0 ⇔ 2b + c = −4 и f(−3) = 9 − 3b + c = 0 ⇔ 3b − c = 9, коjи ћемо написати у
прегледниjем облику:{

2b+ c = −4
3b− c = 9

}
⇔
{

3b− c = 9
5b = 5

}{
b = 1
c = −6

}
. Тражена функциjа jе f(x) = x2 + x− 6 .

(253) Одредити екстремне вредности функциjа:
а) f(x) = 2x2 − 8x+ 6; б) f(x) = 1

4x
2 − 3

2x+ 5
4 ;

в) f(x) = −x2 − 6x− 5; г) f(x) = − 1
2x

2 + 1
2x+ 6.

4



решење: Знак коефициjента уз x2 описуjе тип екстремне вредности квадратне функциjе, а саму
вредност одредићемо помоћу координата темена параболе.
а) Из f(x) = 2x2 − 8x + 6 имамо a = 2, тj. a > 0, што значи да функциjа достиже екстремну
вредност минимума (парабола jе облика ^), а координате темена су:
x = −−82·2 = 2 и y = f(2) = 2 · 22 − 8 · 2 + 6 = 8− 16 + 6 = −2. Дакле, за x = 2, ymin = −2 .

б) Из f(x) = 1
4x

2 − 3
2x + 5

4 имамо a = 1
4 , тj. a > 0, што значи да функциjа достиже екстремну

вредност минимума (парабола jе облика ^), а координате темена су:
x = −−

3
2

2· 14
= 3 и y = f(3) = 1

4 · 3
2 − 3

2 · 3 +
5
4 = 9

4 −
9
2 + 5

4 = −1. Дакле, за x = 3, ymin = −1 .

в) Из f(x) = −x2 − 6x − 5 имамо a = −1, тj. a < 0, што значи да функциjа достиже екстремну
вредност максимума (парабола jе облика _), а координате темена су:
x = − −6

2·(−1) = −3 и y = f(−3) = −(−3)2−6·(−3)−5 = −9+18−5 = 4. Дакле, за x = −3, ymax = 4 .

г) Из f(x) = − 1
2x

2 + 1
2x+ 6 имамо a = − 1

2 , тj. a < 0, што значи да функциjа достиже екстремну
вредност максимума (парабола jе облика _), а координате темена су:
x = −

1
2

2·(− 1
2 )

= 1
2 и y = f( 12 ) = −

1
2 ·

1
4 + 1

2 ·
1
2 + 6 = − 1

8 + 1
4 + 6 = 6 1

8 . Дакле, за x = 1
2 , ymax = 6 1

8 .

(252) Скицирати графике функциjа:
а) y = 1

2 (x+ 2)2; б) y = −2(x− 1)2; в) y = 2(x+ 2)2; г) y = 1
4 (x− 3)2.

решење: Прво, график дате функциjе jе парабола у правоуглом координатном систему. Њено
скицирање можемо обавити на два начина: први начин jе, ослањаjући се на познавање степене
функциjе y = x2, и њено поступно трансформисање, а други начин jе; познавањем квадратне
функциjе.
а) y = 1

2 (x+ 2)2; први начин: Полазимо од степене функциjе f0(x) = x2.

−4 −3 −2 −1 1 2
−1

1

2

3

4

0

f0(x)
f1(x)

f(x) • Транслациjом у негативном смеру X−осе функциjе f0(x) = x2

за вектор интензитета 2, добиjамо функциjу f1(x) = (x+ 2)2,

• Множењем вредности функциjе f1(x) са 1
2

(вредности функциjе f1 биће
преполовљене), добиjа се график дате функциjе
f(x) = 1

2
(x+ 2)2 "црвена парабола"; коjа jе "збиjениjа"дуж Y−осе.

други начин: Дата функциjа jе представљена у канонском облику. Из канонског облика формуле
видимо да jе a = 1

2 , тj. a > 0, тада jе график параболе облика ^. Затим, видимо да су
координате темена T = (−2, 0); тj. парабола додируjе X−осу. Последњи значаjан податак jе
пресечна тачка параболе са Y−осом. Њене координате су P = (0, f(0)) = (0, 2). Дакле, облик
параболе, координате темена, и пресечна тачка са Y−осом, довољни су за скицирање графика
дате функциjе.

б) Дата функциjа y = −2(x−1)2 представљена je у канонском облику. Из
канонског облика формуле видимо да jе a = −2, тj. a < 0, тада jе график
параболе облика _. Затим, видимо да су координате темена T = (1, 0);
тj. парабола додируjе X−осу. Последњи значаjан податак jе пресечна
тачка параболе са Y−осом. Њене координате су P = (0, f(0)) = (0,−2).
Дакле, облик параболе, координате темена, и пресечна тачка са Y−осом,
довољни су за скицирање графика дате функциjе.

−1 1 2 3

−2

−1

1

0

P

T

в) Дата функциjа y = 2(x+2)2 представљена je у канонском облику. Из
канонског облика формуле видимо да jе a = 2, тj. a > 0, тада jе график
параболе облика ^. Затим, видимо да су координате темена T = (−2, 0);
тj. парабола додируjе X−осу. Последњи значаjан податак jе пресечна
тачка параболе са Y−осом. Њене координате су P = (0, f(0)) = (0, 8).
Дакле, облик параболе, координате темена, и пресечна тачка са Y−осом,
довољни су за скицирање графика дате функциjе.

T

P

−2

8

0

г) Слично, као под а). Парабола jе у првом квадранту, и мало "тупља".

5



(254) За коjу вредност реалног параметра m функциjа y = x2−mx+m+1 има минимум jеднак
−2?.

решење: Из формуле y = x2−mx+m+1, имамо да jе a = 1, b = −m и c = m+1. Пошто jе a > 0
функциjа jе облика ^, и може да достигне минималну вредност ymin = −2.
Обзиром да jе ymin = 4ac−b2

4a , биће, −2 = 4(m+1)−m2

4 ⇔ −8 = 4m + 4−m2 ⇔ m2 − 4m − 12 = 0 ⇔
(m − 6)(m + 2) = 0 ⇔ m − 6 = 0 ∨m + 2 = 0 ⇔ m = 6 ∨m = −2. Дакле, за m = 6 , односно, за
m = −2 , разликоваћемо две такве квадратне функциjе.

(255) У квадратноj функциjи y = (m+ 2)x2 + (1−m)x+m одреди реалан параметар m тако да
функциjа има максимум за x = 2.

решење: Из формуле y = (m + 2)x2 + (1 −m)x +m, имамо да jе a = m + 2, b = 1 −m и c = m.
Обзиром да функциjа мора да достигне максимум, онда мора бити a < 0, тj. m+2 < 0⇔ m < −2.
А пошто максималну вредност треба да достигне за x = 2, онда jе 2 = − b

2a = − 1−m
2(m+2) . Одавде

имамо, m− 1 = 4(m+ 2)⇔ 3m = −9⇔ m = −3. Услов m < −2 jе испуњен. Дакле, за m = −3 ,
квадратна функциjа ће достићи максималну вредност.

(256) У функциjи y = x2 − (k + 1)x+ k − 2 одреди реалан параметар k тако да функциjа има:
а) минимум за x = 1; б) минимум jеднак −2.

решење: Из формуле y = x2−(k+1)x+k−2, имамо да jе a = 1, b = −(k+1) и c = k−2. Обзиром да
jе a = 1, a > 0, функциjа мора да достигне минимум. Jош jе, само, потребно одредити координате
темена тj. x = − b

2a = −−(k+1)
2 = k+1

2 и ymin = 4ac−b2
4a = 4(k−2)−(k+1)2

4 = 4k−8−k2−2k−1
4 = 2k−k2−1

4 .
а) Из услова x = 1 имамо, 1 = k+1

2 ⇔ k + 1 = 2⇔ k = 1 .
б) Из услова ymin = −2 имамо, −2 = 2k−k2−1

4 ⇔ 2k − k2 − 1 = −8⇔ k2 − 2k − 7 = 0

k1,2 = 2±
√
4+28
2 = 2±

√
32

2 = 2±4
√
2

2 = 1± 2
√
2. Дакле, за k = 1− 2

√
2 ∨ k = 1 + 2

√
2 , квадратна

функциjа ће достићи минималну вредност −2.

(257) Да ли функциjа y = 1
16x

2 + 1
4x− 1 има екстремну вредност у интервалу (−1, 5)?

решење: Из формуле y = 1
16x

2 + 1
4x− 1, имамо да jе a = 1

16 , b = 1
4 и c = −1. Обзиром да jе a > 0,

функциjа мора да достигне минимум, само jе питање, да ли jе таj минимум баш у интервалу
(−1, 5). Oдредимо координате темена тj. треба нам апсциса темена
x = − b

2a = −
1
4

2· 1
16

= −2 /∈ (−1, 5), према томе, екстремна вредност не припада датом интервалу .

(259) Дате су функциjе f1(x) = x2−kx+k− 1 и f2(x) = x2− 2x+k. Одредити реалан параметар
k тако да функциjе имаjу jеднаке минимуме.

решење: Обе квадратне функциjе имаjу уз сабирак x2 позитиван коефициjент, према томе, могу
да имаjу екстремну вредност минимума. Код прве функциjе та вредност jе y

(1)
min = 4(k−1)−k2

4 , а
код друге функциjе та вредност jе y

(2)
min = 4k−4

4 . Из услова задатка y
(1)
min = y

(2)
min следи: 4(k−1)−k2

4 =
4k−4

4 ⇔ 4(k − 1) − k2 = 4k − 4 ⇔ 4k − 4 − k2 = 4k − 4 ⇔ −k2 = 0 ⇔ k = 0. Дакле, функциjе ће
имати jеднаке минимуме за k = 0 .

(260) За коjе вредности x функциjа f(x) = (x− a)2 + (x− b)2 + (x− c)2 има минимум?

6



решење: Дату функциjу би требало превести у канонски облик, f(x) = (x−a)2+(x−b)2+(x−c)2 =
x2 − 2ax+ a2 + x2 − 2bx+ b2 + x2 − 2cx+ c2 = 3x2 − 2(a+ b+ c)x+ a2 + b2 + c2.
У општем, за квадратну функциjу облика F (x) = Ax2 + Bx + C, канонски облик jе: F (x) =

A(x + B
2A )2 + 4AC−B2

4A . Jедноставним поређењем са датом функциjом закључуjемо да jе: A = 3,
B = −2(a + b + c) и C = a2 + b2 + c2. Обзиром да jе A > 0, функциjа, заиста, има минимум. То
ће бити за x = − B

2A = −−2(a+b+c)
6 = a+b+c

3 .

(261) Дате функциjе свести на канонски облик, и скицирати њихове графике:
б) y = 2x2 − 8x+ 8 в) y = −x2 − 2x− 1 д) y = 1

2x
2 + x ђ) y = −2x2 + 4x+ 6

е) y = − 1
2x

2 + 3x+ 8

решење: Свођење формуле квадратне функциjе на канонски облик, можемо извести поступно,
или, директно; познаваjући формулу канонског облика.
б) први начин: y = 2x2 − 8x+ 8 = 2(x2 − 4x+ 4) = 2(x− 2)2;

други начин: Из дате формуле имамо, a = 2, b = −8 и c = 8, а општи облик
канонске формуле jе y = a(x + b

2a
)2 + 4ac−b2

4a
, тако да jе, y = 2(x + −8

4
)2 + 64−64

4
=

2(x−2)2. Приметићемо да jе у овом случаjу први начин лакши. Из добиjене формуле
прочитамо координате темена T = (2, 0) . Обзиром да jе a > 0 парабола ће бити
облика ^, а Y−осу сече у тачки P = (0, f(0)) = (0, 8).

P

T

8

20

в) y = −x2 − 2x− 1 = −(x2 + 2x+ 1) = −(x+ 1)2; Из добиjене формуле прочитамо
координате темена T = (−1, 0) . Обзиром да jе a = −1, tj. a < 0, парабола ће бити
облика _, а Y−осу сече у тачки P = (0, f(0)) = (0,−1).

−2 −1 1

−2

−1

1

0

T

P

д) y = 1
2
x2+x; Из дате формуле имамо, a = 1

2
, b = 1 и c = 0, а општи облик канонске

формуле jе y = a(x+ b
2a
)2+ 4ac−b2

4a
, тако да jе, y = 1

2
(x+ 1

1
)2+ 0−1

2
= 1

2
(x+1)2− 1

2
. Из

добиjене формуле прочитамо координате темена T = (−1,− 1
2
) . Обзиром да jе a > 0

парабола ће бити облика ^, а Y−осу сече у тачки P = (0, f(0)) = (0, 0). Функциjа
има и две нуле, коjе одредимо из услова y = 0⇔ 1

2
x2 + x = 0⇔ x( 1

2
x+ 1) = 0⇔

x = 0 ∨ x = −2 .
− 1

2

0−1

T
−2

ђ) y = −2x2 + 4x + 6; Из дате формуле имамо, a = −2, b = 4 и c = 6, а општи
облик канонске формуле jе y = a(x+ b

2a
)2 + 4ac−b2

4a
, тако да jе, y = −2(x+ 4

−4
)2 +

−48−16
−8

= −2(x − 1)2 + 8. Из добиjене формуле прочитамо координате темена

T = (1, 8) . Обзиром да jе a < 0 парабола ће бити облика _, а Y−осу сече у
тачки P = (0, f(0)) = (0, 6). Функциjа има и две нуле, коjе одредимо из услова
y = 0⇔ −2x2+4x+6 = 0⇔ −2(x2−2x−3) = 0⇔ x2−2x−3 = 0⇔ (x−3)(x+1) = 0

⇔ x = −1 ∨ x = 3 . 1 3−1 0

8
T

6

е) y = − 1
2
x2 + 3x + 8; Из дате формуле имамо, a = − 1

2
, b = 3 и c = 8, а општи

облик канонске формуле jе y = a(x+ b
2a
)2 + 4ac−b2

4a
,

тако да jе, y = − 1
2
(x + 3

−1
)2 + −16−9

−2
= − 1

2
(x − 3)2 + 25

2
. Из добиjене формуле

прочитамо координате темена T = (3, 25
2
) . Обзиром да jе a < 0 парабола ће

бити облика _, а Y−осу сече у тачки P = (0, f(0)) = (0, 8). Функциjа има и две
нуле, коjе одредимо из услова y = 0 ⇔ − 1

2
x2 + 3x + 8 = 0 ⇔ x2 − 6x − 16 = 0 ⇔

(x− 8)(x+ 2) = 0⇔ x = −2 ∨ x = 8 .
5 10

5

10

0
3 8−2

12 1
2 T

P

(264) Скицирати график функциjе (и описати њене особине):
а) y = x2 − |x| б) y = |x2 + x| в) y = −|x2 − 2x| г) y = (3− x)|x+ 1|
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решење: Обзиром да у формули функциjе учествуjе апсолутна вредност, разликоваћемо облике
функциjе над одређеним деловима X−осе, a затим, скицирати график "у деловима".

a) y = x2 − |x| =
{

x2 − x , x ≥ 0
x2 + x , x < 0

}
=

{
x(x− 1) , x ≥ 0
x(x+ 1) , x < 0

}
.

• нуле функциjе; y = 0⇔ x = −1 ∨ x = 0 ∨ x = 1

• екстремне вредности; ymin = f(| 1
2
|) = − 1

4
, ymax = f(0) = 0;

• знак ; y > 0 за x < −1 ∨ x > 1; y < 0 за x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1);

• монотоност; f ↘ за x ∈ (−∞,− 1
2
) ∪ (0, 1

2
);

f ↗ за x ∈ (− 1
2
, 0) ∪ ( 1

2
,+∞);

• домен и кодомен; Df = R, Kf = [− 1
4
,+∞) ;

• парност(непарност); f jе парна, jер jе f(−x) = f(x).

−2 −1 1 2

−1

1

2

0

− 1
2

1
2

− 1
4

б) y = |x2 + x|; Прво, скицираћемо график функциjе (коjа jе без апсолутне
вредности) f1(x) = x2 + x, затим, осном симетриjом ћемо све тачке графика
испод X−осе, пресликати изнад X−осе. Оса симетриjе jе X−оса.

• нуле функциjе; y = 0⇔ x = −1 ∨ x = 0 ;

• екстремне вредности; ymin = 0 за x = −1 ∨ x = 0 ymax = f(− 1
2
) = 1

4
;

• знак ; y > 0 за x 6= −1 ∧ x 6= 0;

• монотоност; f ↘ за x ∈ (−∞,−1) ∪ (− 1
2
, 0);

f ↗ за x ∈ (−1,− 1
2
) ∪ (0,+∞);

• домен и кодомен; Df = R, Kf = [0,+∞) ;

• парност(непарност); f ниjе парна, нити jе непарна.

−2 −1 1

−1

1

2

0− 1
2

1
4

в) y = −|x2−2x|; Прво ћемо скицирати график функциjе f1(x) = x2−2x
(унутар заграде). Затим, заграде апсолутне вредности ће све негативне
вредности функциjе f1 пресликати у позитивне, и коначно, помноживши
израз са (−1), све вредности функциjе ће бити негативне (осим нула).

• нуле функциjе; y = 0⇔ x = 0 ∨ x = 2 ;

• екстремне вредности; ymax = 0 за x = 0 ∨ x = 2 ymin = f(1) = −1;
• знак ; y < 0 за x 6= 0 ∧ x 6= 2;

• монотоност; f ↗ за x ∈ (−∞, 0) ∪ (1, 2);
f ↘ за x ∈ (0, 1) ∪ (2,+∞);

• домен и кодомен; Df = R, Kf = (−∞, 0] ;

• парност(непарност); f ниjе парна, нити jе непарна.

−1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

0

г) y = (3− x)|x+ 1| =
{

(3− x)(x+ 1) , x+ 1 ≥ 0
(x− 3)(x+ 1) , x+ 1 < 0

}
=

{
−x2 + 2x+ 3 , x ≥ −1
x2 − 2x− 3 , x < −1

}
=

=

{
−(x+ 2

−2
)2 + −12−4

−4
, x ≥ −1

(x+ −2
2
)2 + −12−4

4
, x < −1

}
=

{
−(x− 1)2 + 4 , x ≥ −1
(x− 1)2 − 4 , x < −1

}
Из последњег видимо да се график састоjи из две параболе, при чему jе jедна над делом X−осе за x ≥ −1,
а друга над делом X−осе за x < −1.

• нуле функциjе; y = 0⇔ x = −1 ∨ x = 3 ;

• екстремне вредности; ymax = f(1) = 4, ymin = f(−1) = 0;

• знак ; y > 0 за x < 3 ∧ x 6= −1, y < 0 за x > 3;

• монотоност; f ↘ за x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞);
f ↗ за x ∈ (−1, 1);

• домен и кодомен; Df = R, Kf = R ;

• парност(непарност); f ниjе парна, нити jе непарна.

−2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0
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(268) Одредити све реалне броjеве p за коjе jе квадратна функциjа f(x) = (p2+2p−3)x2−4px+p
позитивна за све реалне вредности променљиве x.

решење: Општи облик формуле квадратне функциjе jе y = ax2 + bx+ c.
Упоређивањем са датом формулом имамо, a = p2 + 2p − 3, b = −4p и c = p. Одговараjућа
дискриминанта jе D̃ = b2 − 4ac = 16p2 − 4p(p2 + 2p− 3) = 4p(4p− p2 − 2p+ 3) = 4p(−p2 + 2p+ 3).
Познато нам jе да би било f(x) > 0 за све x ∈ R, потребно jе и довољно да буде a > 0 и D̃ < 0.
Према томе, задатак се своди на решавање система неjедначина по непознатоj p:
p2 + 2p− 3 > 0 ∧ 4p(−p2 + 2p+ 3) < 0⇔ (p+ 3)(p− 1) > 0 ∧ p(p2 − 2p− 3) > 0
⇔ (p < −3 ∨ p > 1) ∧ [(p > 0 ∧ p2 − 2p− 3 > 0) ∨ (p < 0 ∧ p2 − 2p− 3 < 0)]
⇔ (p < −3 ∨ p > 1) ∧ [(p > 0 ∧ (p− 3)(p+ 1) > 0) ∨ (p < 0 ∧ (p− 3)(p+ 1) < 0)]
⇔ (p < −3 ∨ p > 1) ∧ [(p > 0 ∧ (p < −1 ∨ p > 3)) ∨ (p < 0 ∧ −1 < p < 3)]
⇔ (p < −3 ∨ p > 1) ∧ [(p > 0 ∧ (p < −1 ∨ p > 3)) ∨ (p < 0 ∧ −1 < p < 3)]
⇔ (p < −3 ∨ p > 1) ∧ [(p > 3) ∨ −1 < p < 0]

⇔ p > 3 .
−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

0

(258) Одредити реалан броj x тако да разлика тог броjа и његовог квадрата буде наjвећа.

решење: Задатак ћемо решити помоћу квадратне функциjе и њене екстремне вредности.
Непознати броj x jе независно променљива функциjе f(x) = y коjа треба, према услову задатка,
да има облик: y = x − x2. Одавде jе a = −1, b = 1 и c = 0. Као што нам jе познато,
ymax = 4ac−b2

4a = 0−1
−4 = 1

4 , биће за x = − b
2a = − 1

−2 = 1
2 . Тражени броj x = 1

2 .

(282) Разложити броj k на два сабирка, тако да њихов производ буде наjвећи.

решење: Задатак ћемо решити помоћу квадратне функциjе и њене екстремне вредности. Броj
k можемо представити преко два сабирка на следећи начин: k = x + k − x︸ ︷︷ ︸. Њихов производ

x(k−x) = f(x), jесте квадратна функциjа y = kx−x2 чиjи коефициjенти су a = −1, b = k и c = 0,
тако да jе ymax = 4ac−b2

4a = −k2

−4 = k2

4 за x = − b
2a = − k

−2 = k
2 . Одавде закључуjемо да броj k треба

разложити на два jеднака сабирка да би њихов производ био наjвећи.

(284) У квадрат странице a уписати квадрат наjмање површине.

решење: Интуитивно нам може бити jасно да ће то бити квадрат чиjа су темена у средиштима
страница датог квадрата, али потребан jе рачунски доказ. Задатак ћемо решити помоћу
квадратне функциjе и њене екстремне вредности.

p

q

x

a
p

A B

CD

P

Q

R

S

Произвољна тачка P на страници AB квадрата ABCD, дели страницу
тако да jе a = p+ q (1). Квадрирањем jеднакости (1) добиjамо:
a2 = (p+ q)2 = p2 +2pq+ q2 = p2 + q2 +2pq = x2 +2pq. Одавде изразимо
x2; x2 = a2 − 2pq (2). Из (1) изразимо q и заменимо у (2)
x2 = a2 − 2p(a − p) = a2 − 2ap + 2p2. Дакле, x2 = a2 − 2ap + 2p2 = f(p)
jе квадратна функциjа чиjа вредност jе површина непознатог квадрата
изражена променљивом p. Означимо ту вредност са P̃ . Коефициjенти
квадратне функциjе Ap2 +Bp+C = P̃ су: A = 2, B = −2a и C = a2, па
jе P̃min = 8a2−4a2

8 = a2

2 за p = −−2a4 = a
2 . На таj начин, уверили смо се

у тачност интуитивне претпоставке.
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(436) У jеднакокраки троугао основице a и висине h уписан jе правоугаоник, тако да су му два
темена на основици троугла, а друга два на крацима. Одредити висину правоугаоника тако да
он има наjвећу површину.

решење: При решавању овог задатка, интуициjа нам неће пуно помоћи. Али, помоћу слике,
конструисаћемо квадратну функциjу P̃ (површине правоугаоника) променљиве x (висина правоугаоника).

x

y
a

h

B CD

A

G

F

E

У jеднакокраком 4ABC висина AD дели основицу BC, а такође, уписани
праравоугаоник на два jеднака; посматраjмо "половицу"DEFG уписану у
правоугли 4ADC. Уведимо ознаке: BC = a, AD = h, EC = y и EF = x.
Површина правоугаоника jе P̃ = (a − 2y)x (1). С друге стране, из сличности:
4ADC ∼ 4FEC, следи y

x
=

a
2
h
⇔ y = a

2h
x. Заменом у (1) добиjамо,

P̃ = (a− a
h
x)x = ax− a

h
x2 . Одавде, P̃max = −a2

4·(− a
h
)
= ah

4
, за x = − a

2·(− a
h
)
= h

2
.

Наjвећу површину имаће правоугаоник чиjа jе висина x = h
2

.

(275) Доказати да су нуле функциjе f(x) = x2 − px + q рационални броjеви ако jе p = mq + 1
m ,

где су m, q рационални параметри.

решење: Из m, q ∈ Q, следи (1) p = mq + 1
m
∈ Q.

f(x) = 0⇔ x2−px+q = 0⇔ x1,2 =
p±
√

p2−4q

2
= p

2
± 1

2

√
p2 − 4q. Да би нуле x1 и x2 биле из Q, потребно jе и

довољно да p2−4q буде потпун квадрат рационалног броjа. Покажимо да jесте. Квадрарањем jеднакости
(1) добиjамо, p2 = m2q2 + 2q + 1

m2 ⇔ p2 − 4q = m2q2 − 2q + 1
m2 = (mq − 1

m
)2, што jе и требало показати.

(274) Одредити цео броj a тако да су нуле функциjе f(x) = (x−a)(x−3)+3 такође цели броjеви.

решење: Из f(x) = 0 следи (x− a)(x− 3) + 3 = 0⇔ x2 − (a+ 3)x+ 3a+ 3 = 0. (1) Последња jедначина
биће решива у скупу R, ако je њена дискриминанта D̃ = (a+ 3)2 − 12(a+ 1) ≥ 0.
Из (a + 3)2 − 12(a + 1) ≥ 0 ⇔ a2 − 6a − 3 ≥ 0; (a1,2 = 6±

√
36+12
2

= 3 ± 2
√
3), односно, пошто jе a ∈ Z

биће, a1 = −1, a2 = 7, а решење неjедначине jе: a ≤ −1 ∨ a ≥ 7. Из (1) изразимо a преко x (на таj начин
успостављамо везу између параметра a и нула функциjе); x2−(a+3)x+3a+3 = 0⇔ x2−ax−3x+3a+3 =

0⇔ ax− 3a = x2 − 3x+ 3⇔ a = x2−3x+3
x−3

= x(x−3)+3
x−3

= x+ 3
x−3

(2) Из jеднакости (2) можемо закључити
да ће разломак 3

x−3
бити цео броj, само ако jе

x− 3 = 3 ∨ x− 3 = 1 ∨ x− 3 = −1 ∨ x− 3 = −3⇔ x = 6 ∨ x = 4 ∨ x = 2 ∨ x = 0.

(i) за x = 2 ∨ x = 0 добиjамо, a = −1 ;

(ii) за x = 4 ∨ x = 6 добиjамо, a = 7 .

(415) Дата jе jедначина 2x2 +mx+ 4 = 0. Одредити реалан броj m тако да функциjа
y = x2

1 + x2
2 + x1 + x2 има наjмању вредност. За коjе вредности m jе y > 0?

решење: Из дате jедначине 2x2+mx+4 = 0, формирамо Виjетеове формуле:
{

x1 + x2 = −m
2

x1x2 = 2

}
,

и применимо у интерпретациjи функциjе y = x2
1 + x2

2 + x1 + x2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 + x1 + x2, тj.

y = m2

4 − 4− m
2 = m2

4 −
m
2 − 4 = 1

4 (m
2 − 2m− 16) = 1

4 (m
2 − 2m+ 1− 17) = 1

4 (m− 1)2 − 17
4 . (1)

Из последњег израза закључуjемо, ymin = − 17
4 = −4 1

4 за m = 1 .

Из (1), применом разлике квадрата имамо, y = 1
4

[
(m− 1)−

√
17
][
(m− 1)+

√
17
]
. При томе, y = 0

за
[
(m− 1)−

√
17
][
(m− 1) +

√
17
]
= 0⇔ m = 1−

√
17 ∨m = 1 +

√
17. Односно,

y > 0 за m < 1−
√
17 ∨m > 1 +

√
17 .

проф. И.Jоксимовић
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